Term Spé AP : Limites et suites (2) CORRIGE

Exercice 4 : études de suite
lercas:
Soit (u,) la suite définie par uy = 8 et pour tout entiern, u,,; = 3u, — 12
On consideére la suite (v,,) définie pour tout entier naturel n, par v, = u, - 6.
a/ Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le 1¢r terme.
vy = u,-6 doncu,=v,+6
Siv, =u, —6 alors
Vpt1 = Upsp — 6
=3u,—-12-6
=3u, — 18
=3(v,+6)—18 caru,=v,+6
=3v,+18—-18
= 3v,

Donc (v,) est une suite géométrique de raison q = 3 etde 1erterme vy = uy—6 =8 — 6 = 2

b/ En déduire I'expression de v,, puis celle de u,, en fonction de n.
Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison q = 3 et de 1¢r terme vy = 2

alors v, = vy xq" =2x3"

or u, =v,+6

donc u,=2x%x3"+6

c/ Déterminer la limite de la suite (u,).

U, =2x3"+6 or 3>1 donc lim 3™ = 400
n—+oo
dou lim 2x3" =+ o0 et lim 2x3"+6 =+ aqinsi lim u, = +o0
n—-+oo n—+oo n-—+oo



2éme cag :
On considere la suite définie par u,,; = 0,5u, +2 et uy =5

a/ Démontrer par récurrence que pour tout entier n, u,, = 4
Initialisation :
Pourn=0 ona w=>5 = 4 donclapropriété est vraie au rang 0.
Hérédité :
On suppose qu'il existe un rang k > 0 tel que ux > 4
et on cherche alors a démontrer que la propriété est vraie au rang k+1, c’est-a-dire uk+1 > 4

or si u, =4

(=4 0,5uk20,5><4

& 05u+2>2+2

o Ury1 =4 Donc’hérédité est démontrée

Conclusion :
la propriété est vraie au rang 0 et elle est héréditaire

Donc, pour toutentiern=>1,un > 4

b/ Déterminer le sens de variation de la suite (u;,)
Pour tout entiern, u,,q —u, =0,5u, +2 —-u, = —0,5u, +2
or U, =4
donc —-0,5u, < -2
et —-05u,+2<0

Ainsi u,,q —u, <0 donc (u,) estdécroissante.

c/ Justifier que la suite (u,,) converge.

La suite (u,) est décroissante et minorée ( par 4 ) donc elle converge.

d/ Déterminer la limite ¢ de la suite (uy,).
Uptr = 0,5u, +2 donc up4q =f (u,) avec f(x)=0,5x+2

Or (u,) converge et la fonction f est continue sur R donc d’apreés le théoréme du point fixe, la limite ¢ de la

suite (u,) est solution de I'équation ¢ = f(¢)
= (=05¢0+2

= ¢(—05¢0=2

= 05¢=2
0,5
e (= —
2
sl=4 ainsi  lim u, =4

n—-+oo



