
TSpé     Approfondissement DS 1 : corrigé  

 

Exercice 1   : 𝑓(𝑥) = 4𝑒−0,4𝑥 
 
1/ Si 𝑥 = 2, alors 𝐴𝐵 = 2 𝑒𝑡 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶=𝑓(2) = 4𝑒−0,4×2 = 4𝑒−0,8 
 
ainsi  aire (ABCD) =𝐴𝐵 × 𝐴𝐷 = 2 × 𝑓(2) = 2 × 4𝑒−0,8 = 8𝑒−0,8 ≈ 3,6 𝑚² 
 
 
2/ si B a pour abscisse 𝑥, alors 𝐴𝐵 = 𝑥 𝑒𝑡 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶=𝑓(𝑥) 
 
ainsi  aire (ABCD) =𝐴𝐵 × 𝐴𝐷 = 𝑥 × 𝑓(𝑥) = 𝑥 × 4𝑒−0,4𝑥 = 4𝑥𝑒−0,4𝑥 
 
    soit  𝑔(𝑥) = 4𝑥𝑒−0,4𝑥        alors     𝑔′(𝑥) = 4𝑒−0,4𝑥 + 4𝑥 × (−0,4𝑒−0,4𝑥) 
                         = 𝑒−0,4𝑥(4 − 1,6𝑥) 
                 
 
b/  
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

Ainsi,    l’aire du rectangle est maximale lorsque g est maximale soit pour 𝑥 = 2,5. 

Le panneau d’aire maximale a donc pour dimensions :  

longueur : 𝐴𝐵 = 2,5 𝑚       hauteur : 𝐵𝐶 = 𝑓(2,5) = 4𝑒−0,4×2,5 = 4𝑒−1 ≈ 1,47 𝑚   

 

Exercice 2 : 
 

a/ Pour tout entier naturel 𝑛 ≠ 0, on note 𝑆𝑛 = 1 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑛2 
 

On veut montrer que pour tout entier naturel 𝑛 ≠ 0,     𝑆𝑛 =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
      

 

Initialisation : On a 𝑆1 = 1  or  
1×(1+1)(2×1+1)

6
=

1×2×3

6
= 1 donc la propriété est vraie au rang 𝑛 = 1 

 

Hérédité : On suppose qu’il existe un rang k ≥ 1 tel que    𝑆𝑘 =
𝑘(𝑘+1)(2𝑘+1)

6
       et on cherche alors à 

démontrer que la propriété est vraie au rang k+1, c’est-à-dire 
 

   𝑆𝑘+1 =
(𝑘+1)(𝑘+1+1)(2(𝑘+1)+1)

6
=

(𝑘+1)(𝑘+2)(2𝑘+3)

6
      

 
Or  𝑆𝑘+1 = 1 + 22 + 32 + ⋯ + 𝑘2 + (𝑘 + 1)² 
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  =                 𝑆𝑘                  +     (𝑘 + 1)² 
 

=
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1)

6
 + (𝑘 + 1)² 

 

=
𝑘(𝑘 + 1)(2𝑘 + 1) + 6(𝑘 + 1)²

6
 

 

=
(𝑘 + 1)[𝑘(2𝑘 + 1) + 6(𝑘 + 1)]

6
 

 

=
(𝑘 + 1)(2𝑘2 + 𝑘 + 6𝑘 + 6)

6
 

 

=
(𝑘 + 1)(2𝑘2 + 7𝑘 + 6)

6
 

 

or    
(𝑘+1)(𝑘+2)(2𝑘+3)

6
=  

(𝑘+1)(2𝑘2+3𝑘+4𝑘+6)

6
=

(𝑘+1)(2𝑘2+7𝑘+6)

6
 

 

on a donc  𝑆𝑘+1 =
(𝑘+1)(𝑘+2)(2𝑘+3)

6
           donc l’hérédité est démontrée 

 
Conclusion : la propriété est vraie pour 𝑛 =  1 et elle est héréditaire  donc 
 

 pour tout entier naturel 𝑛 ≠ 0,     𝑆𝑛 =
𝑛(𝑛+1)(2𝑛+1)

6
 

 
 

b/ On considère l’expression  𝑃𝑛 = (1 −
1

2
) (1 −

1

3
) (1 −

1

4
) … (1 −

1

𝑛
)  définie pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 2. 

 

On veut montrer que pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 2,    𝑃𝑛 =
1

𝑛
      

 

Initialisation : On a 𝑃2 = (1 −
1

2
 ) =

1

2
  donc la propriété est vraie au rang 𝑛 = 2 

 

Hérédité : On suppose qu’il existe un rang k ≥ 2 tel que 𝑃𝑘 =
1

𝑘
  et on cherche alors à démontrer que la propriété 

est vraie au rang k+1, c’est-à-dire   𝑃𝑘+1 =
1

𝑘+1
 

 

Or          𝑃𝑘+1 = (1 −
1

2
) (1 −

1

3
) (1 −

1

4
) … (1 −

1

𝑘
 ) (1 −

1

𝑘+1
 )    

 

= 𝑃𝑘  × (1 −
1

𝑘 + 1
 ) 

 

=
1

𝑘
(1 −

1

𝑘 + 1
 ) 

 

=
1

𝑘
(

𝑘 + 1 − 1

𝑘 + 1
 ) 

 

=
1

𝑘
(

𝑘

𝑘 + 1
 ) 

 

=
1

𝑘+1
                  donc l’hérédité est démontrée 

 

Conclusion : la propriété est vraie pour 𝑛 =  2 et est héréditaire  donc pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 2,    𝑃𝑛 =
1

𝑛
 


