Corrigé sujet de rattrapage
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1. Onadonc pour n=0, u1=f(ugj=f(—]= =E=§'
z

2. On admet que la fonction f est croissante sur l'intervalle

3.

.

b.

3
1+§

1
—= +00

On veut montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona:
1 L
3 T Up < Upy T2
o 1 4 1 1 _4 .
Initialisation:onaug=—etu; = —;deplus — < — < - <2, donc:
2 ) 2 2 b5

1
3 < up < 1y < 2:'encadrement est vrai au rang 0;

.. 1
Hérédité : on suppose que pour n = 0, ) LUy = U = 2.
La fonction f étant croissante les images des quatre nombres ci-dessus sont ran-

1
gées dans le méme ordre, soit : f[z) < fluy) < flupa) < f(2).

1 4 8 8
Oronavuque f|—|=—-etona f(2) = — =—;
E f[l] 5 f@ 1+6 7

4 8

de plus f(up) = up+1 et f(ups1) = Ups2 donc T S Unt1 S Uni2 < =

1 4 8
Or-< s et = < 2; on a donc finalement :

1 .
2 < Upy1 < Upy2 < 2 :'encadrement est donc vrai au rang n + 1.

Conclusion : I'encadrement est vrai au rang 0 et s'il est vrai au rang n = 0, il est
vrai au rang n + 1 : par le principe de récurrence pour tout entier naturel n, on a :
1

> SUnSlns <2

La suite (u,) est croissante et elle majorée par 2, elle est donc convergente vers

1
une limite ¢ telle que : > <0 <2

c. La fonction f est continue car dérivable au moins sur R, donc la limite ¢ vérifie

I'égalité f(£) = £; on résout cette équation :

af¢
=0 f=0

¢
= f(3F-3)=0 30(f-1)=0 [ ou = ou
£f-1 =0 f =1

1
Comme ¢ = > la seule solution possible est 1; la suite (u,) converge vers 1.

a. On compléte la fonction Python ci-dessous qui, pour tout réel positif E, déter-

mine la plus petite valeur P telque : 1 —up < E :

def seuil(E) :
u=0,5
n=>0

whilel-u>=E
u=4*u/(1+3*u)
n=n+1

return n

b. On obtient u7 = 0,999939, donc 1 - 17 < 10~%. Le programme renvoie n = 7.



4. On consideére la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par :

Uy
Up=
]. - un
. Upyl . e P
a. Pour tout entier naturel n, v,,; = ——— soit en utilisant la définition de w1 :
= Up+1
41
1430y, . . .
Vn+1 = —— soit en multipliant chaque terme par 1+ 3uy, |
T
- T+3u,
4u, du, 7

= =4
1+3u, —4u, 1-uy, 1-1u,
L'égalité, vraie pour tout naturel n, v,4; = 4v, montre que la suite (v,) est géo-
1
—_2 _
- - L~
l—up 1-3

On sait qu'alors , pour tout entier naturel n, v, =1x 4" = 4"

=4v,.

Vn+l1 =

=1.

métrique de raison 4, de premier terme vy =

Nll—‘l Pt =

Quel que soit n € i,

Up
> Up(l—Uy) =Uy = Up— Uplyp=1Uy < Up=Uyly+ Uy <

Vp =
]._un
Up=Up(vy+1).

Comme v, =4",v, =1, donc v, + 1 = 2, donc v,, + 1 # 0 et finalement en multi-
. Up
pliant par

, on obtient u, = quel que soit n € M.

Uy + v+l
On sait que quel que soit n € N, v, = 4", d'olt en remplacant dans 1'écriture

précédente :
n

1
et en multipliant par yok

Uy =
4" +1
1 1 1" 1" 1
Up = Or—=—=|-| =0,25" dol1 u, = ———.
TTaek A (4) "7 1+0,25"
1
Comme 0 < 0,25 < 1, on peut dire que lim 0,25" =0,donc lim wu, =——=1.
n—+o0 H—+o0 1+0




