Exercice 1 ( 5 points)

1. F(3;0;1), H(;1;1), M(1,5;1; 0).

3 1,5
2. a. Soit HF —1]et MF —1 |- Ces deux vecteurs ne sont manifestement pas co-

0 1
linéaires.
Onan-HE=6-6+0=0
Onan-ME=3-6+3=0.
Conclusion : le vecteur 1 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du
plan (HMF), il est donc normal a ce plan.

b. On sait qu'alors :
X(x; y; z)€ (MHF) < 2x+6y+3z+d =0. Ainsi par exemple:
H(x; y; z) € (MHF) < 0+6+3+d =0 < d = -9, donc finalement :

X(x; y; 2)€ (MHF) <= 2x+6y+3z-9=0.
5
c. Le plan 22 a par exemple pour vecteur normal ; 15 | et ce vecteur n'est pas
-3

— 5 5 5
colinéaire au vecteur n, (onabien2x—=5,6x 2 =15, mais 3 x 2 # —3) donc
les deux plans ne sont pas paralléles.

3
3. OnaD(O;1;0)etG[3:1:1],d’0t1_[3-a ol.

1
x = 3t
y = 1 teR.
z =t

4. Si la droite coupe le plan en un point N, les coordonnées de ce point vérifient les
équations de la droite et celle du plan soit le systéme :

X = 3t

= 1
Y reR.
Z = f
2x+6y+3z-9 = 0

Enremplacant x, y et z par leurs valeurs en fonction de f dans la derniere équation,
on obtient :

1
6t+6+3t-9=0 <= 91-3=0<—= 3f-1=0 t:E. Les coordonnées de N

1
sont donc (3 x %; 1; %),Sojt N(l; 1; g]



5. & On vérifie d’abord que R appartient au plan (HMF) :

1 1 3 3
R[3; Z; EJE(HMF) — 6+E+E—9:{] <= 6+3-9=0ce quiestvrai.

—
« On vérifie maintenant que le vecteur GR est bien un vecteur normal au plan

(HMF) :
3-3 0
Ona GR % -1]= —% . Or ce vecteur n'est manifestement pas colinéaire au vec-
1 1
271 \~z
2

—_— —_— P
teur connu 7 |6 | : pour que n soit colinéaire au vecteur GR il faudrait que sa

3
premiere coordonnée soit égale a 0, ce qui n’est pas le cas.

Conclusion : le point R n'est pas le projeté orthogonal du point G sur le plan (HMF).

Exercice 2 (4 points)

1. lim e*=0

X— —00
lim e*—4=-4
X— —00
lim —4=-4 lim f(x) = —oo (par produit)
X— —00 X— —00
lim x? =+
X— —00
donc la courbe représentative de la fonction f n'admet pas d’asymptote horizontale en — co.
Affirmation FAUSSE
2. Onag (x) = x%e* dou, g'(x)=2xe* +x%e* = (x?% + 2x)e*
et g"(x) = (2x+2)e* + (x%? +2x)e* = (x? + 4x + 2)e*
orpour x> +4x+2, A=42-4%Xx1%x2=8,
doncily a2racines x; = _4;@ = -2—-2 et x,= _4?@ = —2++/2
on a alors,
X — Xq Xy + o
x?+4x + 2 + 0 - 0 +
e* +
g"'(x) + 0 - 0 +

Ainsi, g"'(x) s’annule en changeant de signe pour x; et x, donc la courbe représentative
de la fonction g admet 2 points d’inflexion. Affirmation VRAIE



3. Une équation de la tangente T a la courbe représentative de la fonction f au point
d’abscisse 1est y = f'(1)(x — 1) + f(1)

orona f(x)=x*—4x+3In(2x—1) doncf(1)=12-4x1+3In(2x1—-1)=-3

6 —
2x1-1

’ _ _ 2 _ _ 6 Y _ _
et f'(x) =2x 4+3xX—=2x—4+— dou f'(1)=2x1—-4+ 4

ainsi T a pour équation y=4(x—1)—3 =4x—4—3 =4x—7 Affirmation FAUSSE

4. Onsaitque w, =t,—10 avec t,,; = —0,8t, + 18

Alors, pour tout entier natureln, w,;; = t,;1 — 10
= —0,8t, + 18 — 10
=-0,8t, +8
=—0,8(w, +10) + 8
= -0,8w, —8+8
= —0,8w,

donc la suite (w,,) est géométrique de raison g = —0,8. Affirmation VRAIE

Exercice 3 ( 6 points)

On considére la fonction f définie sur]0; +oo[ par f (x) = x* — x In(x).
Partie A:

1. = Limite en0:

llmﬂ.rE = 0 et, d'aprés la propriété des croissances compardes : ]'Lmu.rln{.r] =0
X— X—
Par limite de la somme, on adonc: lim »* - xIn{x) =0

x—0

# Limite en +oo:

|
flx)=x* - xIn(x) = ¥* [l - nl.r]J

1
nl.r]] -

=0 donc, par limite de la somme, lim [1 -
=100 X

I x)
Par croissances compardées lim
X—+02 X

Inix
Deplus lim x* = +oo, done, par limite du produit, lim * (l )
x—+oo I—+00 I
- - o 1
2. Pour tout réel x strictement positif, ona: f{x] =2x -1 = In{x) - x = e 2x—1-Inix).
. . " 2r 1 2x-1
3. Pour tout réel x strictement positif. ona: fixl=2-0- T 1 a1



4. Déterminons le signe de 2x—1:

2y=1>0 < 2x>1
= x>z
Limage pertinente est : (les limites aux bornes ne sont pas attendues)

1 1 1
JP'{E] =2x E—1—ln[—l:1—l+lm’2]:lnt2]

2
Umn adonc:
1
x 0 - +00
2
signe de 2x -1 - 0
signe de x 0 + :
signe de f"(x) = |:".| +

variations de f' \

5. Le minimum de la fonction [ sur |0 ; +oof est donc In(2) qui est strictement positif, donc, sur
10; +m|,_,|"|:x} = 0 et donc, la fonction f est sirictement croissante sur |0 ; +oal.

In(2)

Partie B :

x=1

1
1. Pour tout réel x strictement positif, ona: g'{x) = 1- el

Déterminons le signe de x—1:

=10 x=>1

Limage pertinente est : (les limites aux bornes ne sont pas attendues)
gili=1-In{l)=1-0=1

x 1] 1 +oo
signe de x -1 - 0
signe de x ] -
sipne de g'(x) - 0o +

variations de g /

2 flxl=x += x=x" - xIn(x)

On a done :

= 0=x" -x—-xIn(x)

= 0=x(x—-1-1In(x))

= 0=x-1-Infx) carx>0 doncx#0
— |l =x-Inlx)

= 1 =g(x]

= x=1

Léquation f(x) = x admet une unique solution sur |0 ; +ocl, cette solution est x = 1.



Partie C : Etude d’une suite récurrente

On consideére la suite (u,,) définie par u, = % et pour tout entier naturel n,
Unsr = f(uy) = u121 — Upln (uy) .

1
1. Montrons par récurrence que pour tout entier naturel m, 2 LA TP T N

In(2)
2

1 1% 1 1 1
Inirialisation : Calculons uy. ty = fug) :"F[E] = [5} - Em[E] = 4—+ = [, 597.

. . . i 1
On constate que Uinégalité est vraie pour 7 =0, on a bien : 7 = g = Hy = L.

1
Hérddiré : Soit n e M, tel que 3 £ Uy Uy = 1.
Montrons que I'inégalité est vraie au rang suivant :
Par hypothése de récurrence on a:
1 1
3 S ttn S ttper 1= £ (3] € ) € flatge) € £

car [ est strictement croissante sur |0 ; +oo(

1
= .IF(E] "'{\-\. Up+l "'\{-\. un-rE{:]

car [ est la fonction de récurrence de la suite (i)

1
= E"'\{nuﬂ+l{§uﬂ+2{l]
|

car_r(%] al].ﬁl];:-E

Conclusion : Les indgalités sont vraies au rang 0, et si elle sont vraies au rang n namrel, elles
sont vraies au rang suivant i + 1, donc, en vertu du principe de récurrence, ona:

1
Yreh, Eﬁ;un{:um]ﬁ].
2. OUn a notamiment :

= Yrnel, My % Hgey. Lasuite (mg) est donc croissante.

1 1
* Yrnel, E % Uy % L. Lasuite (u,) est done bornée par EEI 1.

La suite étant croissante et majorée, on en déduit qu'elle est convergente, vers une limite £
1
vérifiant 3 =1
3. Lasuite (uy) est une suite convergente, définie par récurrence par la relation u,.y = f(u,), ol

la fonction f est continue (car dérivable) sur |0 ; +ool, intervalle qui contient la limite £ de la
suire.

Faprés le théoréme « du point fixe », on en déduit que la limite ne peut étre qu'une solution de
I'équation f(x) = x dans I'intervalle |0 ; +oal.

I¥aprés la question 2. de la Partie B, cette équation n'a qu'une solution dans Uintervalle |0; +oof :
L

La suite (u,) converge donc vers £ = 1.



Exercice 4 ( 5 points)
Partie A

L. D'aprésl'énoncé, ona: p(f) =0,07; pr(E) = 0.8 et pAE) =04

On en déduit l'arbre pondéré modélisant la situation :

etona: p(AnE)= plR) = per(E)=0,07 = 0,8 = 0,056
2. R et R constituent une partition de I'univers.
D'aprés la loi des probabilités totales: p(E)=p(RNE)+ p [ﬁm E}

donc p(E) = p(R) x pr(E) + p(R) = p-{E)
donc p(E) = 0,056+0,93 x 0,4 = 0,428.

3. On cherche la probabilité que le joueur obtienne un objet rare sachant qu'il a tiré

ung épée.
(R E) 0,056
petR) == =

= —— =0,131 au millitme prés.
plE) 0,428

Partie B

1. Les 30 défis constituent une répétition d'expériences aléatoires identiques et in-
dépendantes 4 deux issues, il s'agit donc d'un schéma de Bernoulli. La variable
aléatoire X suit donc la loi binomiale 28(30; 0.07) de parameétres n = 30 et p = 0,07

Son espérance est E(X)=nx p=30=0,07=2,1
2. p(X <6) = p(X < 5) = 0,984 au millitme prés.

3. On cherche le plus grand entier &k tel que p(X = k) 20,5
pPXEEZ05 = 1-plX<k) 205 = —plX<k)=-05
pIX<k)<0,5 < pIX<k-1)<0,5
En utilisant la calculatrice on trouve : p(X < 1) =0,3694 et p(X < 2) = 0,6487
La plus grande valeur de & telle que p(X = k) = 0,5 est donc k=2

Aprés avoir remporté 30 défis, dans au moins 50 % des cas, le joueur aura tiré au
moins 2 objets rares.

4. On cherche le plus petit entier naturel n tel que p(X = 1) = 0,95
pPIX=112085 = 1-p(X =00 209 = —p(X=0]=2-0,05 =

R a ] ]
p[x=ﬂ}|:{ﬂ.l]5:urp{x=t]]=(U]xl],ﬂ? = 0,937 =0,93

0,93" < 0,05 = In(0,93") < In(0,05) car In est croissante sur | 0; +oc|
In (0, 05)
= nin(0,93) < In(0,05) = n= m carln(n,93) <0

= n=41.3 = nz42

1l faut donc tirer au minimum 42 objets pour que la probabilité qu'un joueur ab-
tienne au moins un objet rare soit supérieure ou égale 4 0,95.



