
N° 70 p 264   𝑢𝑛 =  ∫
𝑒𝑛𝑡

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡
1

0
 

1. 𝑢1 =  ∫
𝑒𝑡

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
 

1

0
 avec 𝑓(𝑡) =

𝑒𝑡

1+𝑒𝑡    or 𝑓 =
𝑢′

𝑢
   avec 𝑢(𝑡) = 1 + 𝑒𝑡    et 𝑢′(𝑡) = 𝑒𝑡 

 

Et puisque 1 + 𝑒𝑡 > 0 sur [0 ;1], alors une primitive de 𝑓 est 𝐹 = ln (𝑢)   soit 𝐹(𝑡) = ln (1 + 𝑒𝑡) 

 

Ainsi 𝑢1 =  ∫
𝑒𝑡

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
 

1

0
= 𝐹(1) − 𝐹(0) = ln(1 + 𝑒1) − ln(1 + 𝑒0) = ln(1 + 𝑒) − 𝑙𝑛2 = ln (

1+𝑒

2
) 

 

 

2. 𝑢0 + 𝑢1 = ∫
1

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡 +
1

0
 ∫

𝑒𝑡

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡 = ∫ (
1

1+𝑒𝑡 +
1

0
 

𝑒𝑡

1+𝑒𝑡)𝑑𝑡 = ∫
1+𝑒𝑡

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡
1

0
= ∫ 𝑑𝑡

1

0
= [ 𝑡 ]

1
0

= 1 − 0 = 1 
1

0
 

 

3. 𝑢0 + 𝑢1 = 1   donc 𝑢0 = 1 − 𝑢1    or  𝑢1 = ln (
1+𝑒

2
)   donc     𝑢0 = 1 − ln (

1+𝑒

2
) 

 

4. 𝑢𝑛 + 𝑢𝑛+1 =  ∫
𝑒𝑛𝑡

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡
1

0
+  ∫

𝑒(𝑛+1)𝑡

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡
1

0
 

 

=  ∫
𝑒𝑛𝑡 + 𝑒(𝑛+1)𝑡

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡

1

0

 

= ∫
𝑒𝑛𝑡 + 𝑒𝑛𝑡+𝑡

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡

1

0

 

= ∫
𝑒𝑛𝑡 + 𝑒𝑛𝑡 × 𝑒𝑡

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡

1

0

 

=  ∫
𝑒𝑛𝑡(1 + 𝑒𝑡)

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡

1

0

 

=  ∫ 𝑒𝑛𝑡𝑑𝑡
1

0

 

= [
𝑒𝑛𝑡

𝑛
 ]

1
0

 

=
𝑒𝑛

𝑛
−

𝑒0

𝑛
 

=
𝑒𝑛 − 1

𝑛
 

 

5. D’après la formule précédente, 𝑢1 + 𝑢2 =
𝑒1−1

1
= 𝑒 − 1   donc   𝑢2 = 𝑒 − 1 − 𝑢1   or 𝑢1 =  ln (

1+𝑒

2
) 

donc 𝑢2 = 𝑒 − 1 − ln (
1+𝑒

2
)  

 

On a alors : 

 𝑢2 + 𝑢3 =
𝑒2−1

2
   donc   𝑢3 =

𝑒2−1

2
− 𝑢2   or 𝑢2 =  𝑒 − 1 − ln (

1+𝑒

2
)   donc 

 𝑢3 =
𝑒2−1

2
− (𝑒 − 1 − ln (

1+𝑒

2
)) =

𝑒2−1

2
− 𝑒 + 1 + ln (

1+𝑒

2
) =

𝑒2

2
−

1

2
− 𝑒 + 1 + ln (

1+𝑒

2
) =

𝑒2

2
− 𝑒 +

1

2
+ ln (

1+𝑒

2
) 

 

𝑢3 + 𝑢4 =
𝑒3−1

3
   donc   𝑢4 =

𝑒3−1

3
− 𝑢3 =

𝑒3−1

3
− (

𝑒2

2
− 𝑒 +

1

2
+ ln (

1+𝑒

2
)) =

𝑒3

3
−

𝑒2

2
+ 𝑒 −

5

6
− ln (

1+𝑒

2
)    



6. 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =   ∫
𝑒(𝑛+1)𝑡

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡
1

0
− ∫

𝑒𝑛𝑡

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡
1

0
 

 

=  ∫
𝑒(𝑛+1)𝑡 − 𝑒𝑛𝑡

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡

1

0

 

= ∫
𝑒𝑛𝑡+𝑡 − 𝑒𝑛𝑡

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡

1

0

 

= ∫
𝑒𝑛𝑡 × 𝑒𝑡 − 𝑒𝑛𝑡

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡

1

0

 

=  ∫
𝑒𝑛𝑡(𝑒𝑡 − 1)

1 + 𝑒𝑡
𝑑𝑡

1

0

 

 

7. Si    
𝑒𝑛𝑡(𝑒𝑡−1)

1+𝑒𝑡    est positive sur [0 ; 1]  alors   ∫
𝑒𝑛𝑡(𝑒𝑡−1)

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡
1

0
  est positive  (positivité de l’intégrale)  

or  sur [ 0 ; 1] ,   𝑒𝑛𝑡 > 0   et 1 + 𝑒𝑡 > 0, il reste à déterminer le signe de 𝑒𝑡 − 1 

mais si   0 ≤ 𝑡 ≤ 1    alors    𝑒0 ≤ 𝑒𝑡 ≤ 𝑒1    donc    1 ≤ 𝑒𝑡 ≤ 𝑒   et alors    0 ≤ 𝑒𝑡 − 1 ≤ 𝑒 − 1  ainsi 𝑒𝑡 − 1 ≥ 0 

il en résulte que    
𝑒𝑛𝑡(𝑒𝑡−1)

1+𝑒𝑡  ≥  0   sur [0 ; 1]   donc   ∫
𝑒𝑛𝑡(𝑒𝑡−1)

1+𝑒𝑡 𝑑𝑡
1

0
 ≥ 0 

ainsi    𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛  ≥ 0    donc la suite(𝑢𝑛)  est croissante. 


