
N° 80 p 264   𝑢𝑛 =  ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
𝑛

0
 

 

1. a.    𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 =   ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
𝑛+1

0
− ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡

𝑛

0
 

 

=  ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
𝑛+1

0

+ ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
0

𝑛

 

= ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
0

𝑛

+ ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
𝑛+1

0

 

= ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
𝑛+1

𝑛
    ( d’après la relation de Chasles ) 

 

b.     𝑛 est un entier naturel donc  si 𝑡 ∈ [𝑛 ;  𝑛 + 1] , alors 𝑡 ≥ 0   et √𝑡2 + 1 ≥ 0    

ainsi   sur  [𝑛 ;  𝑛 + 1] ,   𝑡√𝑡2 + 1  ≥ 0   donc ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
𝑛+1

𝑛
 ≥ 0  (positivité de l’intégrale)   

ainsi    𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛  ≥ 0    donc la suite(𝑢𝑛)  est croissante. 

 

 

2.  𝑓(𝑡) = (𝑡2 + 1)√𝑡2 + 1 

 

a. 𝑓 = 𝑢𝑣    avec 𝑢(𝑡) = 𝑡2 + 1     et 𝑣(𝑡) = √𝑡2 + 1       (forme √𝑢 )  

 donc  𝑢′(𝑡) = 2𝑡             et   𝑣′(𝑡) =
2𝑡

2√𝑡2+1
      ( (√𝑢)

′
=

𝑢′

2√𝑢
 ) 

alors 

 𝑓′(𝑡) = 2𝑡√𝑡2 + 1 + (𝑡2 + 1) ×
2𝑡

2√𝑡2+1
= 2𝑡√𝑡2 + 1 + (√𝑡2 + 1)

2
×

𝑡

√𝑡2+1
= 2𝑡√𝑡2 + 1 + 𝑡√𝑡2 + 1 = 3𝑡√𝑡2 + 1 

 

b. On en déduit donc qu’une primitive de 3𝑡√𝑡2 + 1   est   (𝑡2 + 1)√𝑡2 + 1  

 

et donc qu’une primitive de 𝑡√𝑡2 + 1   est   
1

3
(𝑡2 + 1)√𝑡2 + 1  

 

ainsi 𝑢𝑛 =  ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
𝑛

0
= [ 

1

3
(𝑡2 + 1)√𝑡2 + 1] 𝑛

0
=  

1

3
(𝑛2 + 1)√𝑛2 + 1 −  

1

3
(02 + 1)√02 + 1  

 

d’où   𝑢𝑛 =  
1

3
(𝑛2 + 1)√𝑛2 + 1 −  

1

3
 

 

 

c. On a 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑛2 + 1 = + ∞     et 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

√𝑛2 + 1 = + ∞    donc 𝑙𝑖𝑚
𝑛→+∞

𝑢𝑛 = +∞    

 

donc la suite (𝑢𝑛) est divergente 

 

3. a.     
𝑡

√𝑡2+1
  est de la forme 

𝑢′

√𝑢
   (de primitive 2√𝑢)    avec 𝑢(𝑡) = 𝑡2 + 1   donc 𝑢′(𝑡) = 2𝑡 

 

or     
𝑡

√𝑡2+1
=

1

2
×

2𝑡

√𝑡2+1
     donc une primitive de 

𝑡

√𝑡2+1
    est  

1

2
× 2√𝑡2 + 1 = √𝑡2 + 1 

 



b.   𝑣𝑛 = ∫
𝑡3

√𝑡2+1
𝑑𝑡 = ∫ 𝑡² ×

𝑡

√𝑡2+1
𝑑𝑡

𝑛

0

𝑛

0
      on pose alors 𝑢(𝑡) = 𝑡²     et  𝑣′(𝑡) =

𝑡

√𝑡2+1
  

 

      d’où  𝑢′(𝑡) = 2𝑡      et  𝑣(𝑡) = √𝑡2 + 1   ( d’après 3.a) 

en intégrant par parties, on obtient  

∫ 𝑡² ×
𝑡

√𝑡2 + 1
𝑑𝑡

𝑛

0

= [𝑡² × √𝑡2 + 1]
𝑛
0

− ∫ 2𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
𝑛

0

 

= 𝑛2√𝑛2 + 1 − 02√02 + 1 − 2 ∫ 𝑡√𝑡2 + 1𝑑𝑡
𝑛

0

 

= 𝑛2√𝑛2 + 1 − 2𝑢𝑛 

 

Ainsi    𝑣𝑛 = 𝑛2√𝑛2 + 1 − 2𝑢𝑛      

 

or 𝑢𝑛 =  
1

3
(𝑛2 + 1)√𝑛2 + 1 − 

1

3
      donc 𝑣𝑛 = 𝑛2√𝑛2 + 1 −  

2

3
(𝑛2 + 1)√𝑛2 + 1 +  

2

3
 

 

c.      ∫
𝑡3

√𝑡2+1
𝑑𝑡 = 𝑣1 =  12√12 + 1 −  

2

3
(12 + 1)√12 + 1 + 

2

3
= √2 −

4

3
√2 +

2

3
= −

1

3
√2 +

2

3
 

1

0
 

 


